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斜齿轮啮合刚度变化规律研究
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摘　　　要 : 利用基于线性规划法计算啮合刚度和载荷分布的改进方法 ,分别计算了一对内、外啮合斜齿轮

在不同螺旋角时的啮合刚度 ,总结了啮合刚度在一个啮合周期内的变化规律.计算结果表明 ,所有参与啮合

轮齿形成的啮合线总长度是决定啮合刚度大小的主要因素 ,在进入啮合和退出啮合的瞬时位置 ,啮合刚度会

减小.通过与航空工业部标准 ( HB/ Z 84. 121984)算法的计算结果比较 ,浅析了轮缘厚度对啮合刚度的影响.
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Abstract : The time2varying meshing stiff ness is one of inherent characteristics of gear

system vibration. The meshing stiff ness of an external and inner helical gear pair wit h differ2
ent helical angles was solved respectively using a modified met hod , which could determine

t he meshing stiff ness and act ual load dist ribution based on linear p rogramming. The varia2
tion rules of meshing stiff ness during one whole meshing period were summarized. The fol2
lowing findings were obtained in t his paper : t he key factor t hat influences t he meshing stiff2
ness most significantly is the whole length of contact2line of all t he teet h in t he engagement .

The meshing stiff ness decreases at t he instantaneous position where t he teeth enter contact

or exit contact . The result s were compared wit h t hose obtained by aerospace indust ry minis2
t ry standard ( HB/ Z 84. 121984) and t he influence of rim t hickness on t he meshing stiff ness

was analyzed.
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act ual variation rules ; rim t hickness ; linear p rogramming

　　齿轮啮合刚度的周期性变化是齿轮系统振动

的一个主要内部参数激励 ,齿轮副啮合刚度的计

算是齿轮系统动态特性分析的基础.已有学者研

究了时变啮合刚度对单级定轴传动[1 ]、多级定轴

传动[ 2 ]、单级行星传动[3 ]和组合行星传动[ 4 ]动态

特性的影响.已有学者对斜齿轮啮合刚度和载荷

分布做了理论[5211 ]和实验研究[ 12 ] ,而这些报道鲜

有关于啮合刚度在一个啮合周期中变化规律的讨

论.早期关于啮合刚度研究的典型成果是 U meza2
wa用等效悬臂梁的有限差分模型计算了斜齿轮

的载荷分布[529 ] ,总结出了斜齿刚度的近似计算公

式[10 ] .刘更[11 ]提出了一种利用有限元方法计算

内、外啮合齿轮副啮合刚度的方法 ,并且分析了

齿轮参数对斜齿轮传动副啮合刚度的影响 .但
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是由于当时的计算条件有限 ,计算过程中在每

个啮合周期中所取的啮合位置太少 ,计算结果

未能揭示出啮合刚度在一个啮合周期中的真实

变化规律 .

本文利用基于线性规划法计算渐开线圆柱

齿轮副啮合刚度和载荷分布的改进方法 ,发挥

三维造型软件和有限元计算软件便于参数化的

优势 ,分别计算了螺旋角不同时一组内、外啮合

斜齿轮副的啮合刚度 ,旨在揭示内、外啮合斜齿

轮副啮合刚度在一个啮合周期过程中的真实变

化规律 .

1　计算方法简介

1 . 1 　线性规划法[11 ]

齿轮啮合过程中 ,为了保证同一啮合位置下

不同轮齿是同时啮合的即两轮齿间接触的连续

性 ,同一啮合位置每一条啮合线上任意接触点的

总变形应该是相等的.根据位移方程可以建立如

下变形协调方程 :

∑
n

j = 1
f ij p j = C　( i = 1 ,2 , ⋯, n) (1)

式中 f ij —柔度影响系数 ,其意义是仅在第 j个啮

合点处施加单位载荷 ,两轮齿在第 i个啮合点处

的法向位移之和 ;

p j —法向载荷 ,表示作用于该啮合位置下第

j个啮合点处的法向载荷 ;

n —该啮合位置下选取的啮合节点的总

个数 ;

C —总变形 ,该啮合位置下每一个接触点沿

法向产生的总位移.

传递的总法向载荷应等于各结点载荷之和

∑
n

j = 1
p j = P (2)

　　啮合刚度定义为使一对或者几对同时啮合的

精确轮齿在 1 mm齿宽上产生 1μm挠度所需的啮

合线上的法向载荷[14 ] .根据式 (1)和 (2)可以计算

出在齿轮副传递的总法向载荷 P的作用下每个

啮合位置下一对斜齿轮的变形.因此啮合刚度 Cγ

可以这样计算

Cγ = P/ ( C·B) (3)

其中 B 为齿宽 ,单位取为 mm , C的单位取μm ,

P的单位取 N.

1 . 2 　改进方法[13 ]

近年来 ,随着三维造型和有限元计算商务

软件逐渐成熟 ,使利用它们强大的造型、前处

理、计算、后处理和参数化等功能研究齿轮的时

变啮合刚度和载荷分布问题成为可能 .本文利

用基于线性规划法的计算齿轮副啮合刚度和载

荷分布的改进方法 ,该方法运用造型软件 Pro_ E

建立包含真实渐开线齿廓的齿轮三维参数化模

型 ,利用自主开发的软件划分啮合位置 ,利用有

限元软件 ANSYS计算齿面柔度系数 ,最后用

Matlab实现线性规划法求解啮合刚度与载荷分

布 .该方法通过对整个计算过程数据流的控制

已经实现了接触线生成程序 , Pro_ E ,ANSYS和

线性规划法实现程序的无缝连接 .计算的总流

程如图 1所示 .

图 1　啮合刚度改进算法的计算流程

Fig. 1　Flow chart of meshing stiffness calculating

with modified method
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2　内、外啮合齿轮啮合刚度计算
结果

　　以一对内、外啮合斜齿轮为例 ,利用第 1节介

绍的改进计算方法 ,计算了螺旋角为 5°,10°,15°,

20°,25°时内、外啮合斜齿轮副的啮合刚度.为了

减小计算规模 ,节省计算时间 ,所有的齿轮模型均

采用三齿模型.

2 . 1　外啮合齿轮副

外啮合齿轮副的参数如表 1所示 ,计算齿轮

模型如图 2所示 ,不同螺旋角时啮合刚度的计算

结果如图 3 (a)～ (e)所示.

表 1　外啮合副齿轮参数

Table 1　Parameters of external gear pair

z mn / mm αn / (°) B/ mm

37 62 2. 5 20 34

图 2　外啮合副齿轮模型 (β= 20°)

Fig. 2　Model of external gear pair (β= 20°)

图 3　外啮合副啮合刚度计算结果

Fig. 3　Meshing stiffness of external gear pair

with different helical angels

2 . 2　内啮合齿轮副

内啮合齿轮副的参数如表 2 所示 ,计算齿轮

模型如图 4所示 ,不同螺旋角时啮合刚度的计算

结果如图 5 (a)～ (e)所示.

表 2　内啮合副齿轮参数

Table 2　Parameters of internal gear pairs

z mn / mm αn / (°) B/ mm

62 161 2. 5 20 34

图 4　内啮合副齿轮模型 (β= 20°)

Fig. 4　Model of internal gear pair (β= 20°)
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图 5　内啮合副啮合刚度计算结果

Fig. 5　Meshing stiffness of internal gear pair

with different helical angels

3　计算结果分析

用图 6中啮合线 N 1 N 2 上所标记的点来描述

齿轮副的整个啮合过程.图中的 B2 点表示当前

轮齿进入啮合 , C1 点表示前一个轮齿退出啮合 ,

P点表示当前轮齿位于节圆处 ,D1 点表示下一个

轮齿进入啮合 , B1 点表示当前轮齿退出啮合.根

据整个啮合过程 ,以斜齿轮端面实际啮合线段长

εαp bt ,即 B1 B2 的长度为高 ,以齿宽 B 为长展成如

图 7所示的斜齿圆柱齿轮啮合面的平面坐标系

(啮合作用面坐标系) .图中的εα为端面重合度 ,

pbt 为端面基节长 ,βb 为基圆螺旋角.

图 6　斜齿轮副外啮合过程示意图

Fig. 6　Meshing process of helical gear pair

图 7　斜齿轮啮合的作用面坐标系

Fig. 7　Acting surface coordinate system of

helical gear engagement

啮合齿数的变化规律可以根据齿轮参数确

定.齿轮啮合刚度的周期性变化一般是由参与啮

合的轮齿对数的周期性变化而引起的.齿轮参与

啮合的轮齿对数在一个啮合周期过程中有 N 齿

或者 N + 1齿两种情况 ( N 为小于重合度的最大

整数) .设斜齿轮在一个端面基节内 ,在 mp bt 段内

是 N + 1 齿啮合区 ,则 m应满足关系式 : mp bt +

N p bt ≤εγ pbt ,即在离齿顶 (εγ - N) pbt 的区域内 ,

齿轮处于 N + 1 齿啮合区 ,之外则是 N 齿啮合

区.其中εγ是斜齿轮副的总重合度.图 3和图 5根
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据每一对齿轮副的总重合度用一条竖直虚线分隔

N + 1齿啮合区和 N 齿啮合区 ,虚线左侧是 N + 1

齿啮合区 ,右侧是 N 齿啮合区.

图 3和图 5中同时画出了啮合刚度和啮合线

总长度在一个啮合周期中的变化曲线.图中的横

坐标ε为无量纲时间 ,表示一个轮齿从进入啮合

到对应啮合位置所经历的时间与啮合周期的比

值 ;纵坐标 Cγ为啮合刚度 ,L 为啮合线总长度.啮

合线总长度 L 是每个啮合位置参与啮合的所有

轮齿所形成的啮合线的总长度.从图 3 和图 5 显

示的内、外啮合副啮合刚度的计算结果可以看出 ,

决定啮合刚度大小最直接的因素是啮合线总长

度.以每个啮合位置的ε为自变量 ,该啮合位置啮

合线总长度的计算表达式可以写成

L = ∑
n

i = 1
L i

其中当ε≤εγ - N时 , n = N ,否则 n = N - 1 ; L i为

每个啮合位置第 i条啮合线的长度 ,其计算表达

式为

L i =

(ε+ i - 1) pbt

sinβb

　　0 ≤ε+ i - 1 ≤1

pbt

sinβb

　　　　　1 <ε+ i - 1 ≤
B tanβb

pbt

B
cosβb

-
(ε+ i - 1 - εα) pbt

sinβb

　　与直齿轮不同的是 ,在斜齿轮啮合过程中 , N

齿啮合区的啮合线总长度要大于 N + 1齿啮合区

的啮合线总长度 ,因此对于斜齿轮而言 , N + 1 齿

啮合区的啮合刚度一般小于 N 齿啮合区的啮合

刚度.在斜齿轮啮合过程中 ,齿面中间部分啮合区

内的啮合线长度一般大于边缘部分啮合区内的啮

合线长度.

图 3和图 5显示在不同的螺旋角时 ,啮合刚

度与啮合线总长度的变化关系会有所不同 ,在某

些啮合线总长度相同的位置 ,啮合刚度并不完全

相等 ,这主要是受啮合线在齿面具体位置的影响.

从图 3和图 5可以看出 :在 N + 1齿啮合区内 ,在

如图 7所示的①, ③, ⑤进入啮合瞬时位置和②,

④,⑥退出啮合瞬时位置 ,其啮合刚度一般小于

N + 1 齿啮合区其他位置的啮合刚度.斜齿轮在

进入和退出啮合的瞬时位置 ,啮合线位于齿面的

上部 ,离约束位置更远 ,轮副相对变形更大 ,啮合

刚度更小.并且有一对齿是齿顶啮合 ,是点接触 ,

轮齿刚度更小.啮合线长度相同的位置 ,远离进入

啮合和退出啮合的位置啮合刚度更大 ,因此一个

啮合周期中的啮合刚度曲线大致呈现为两段抛

物线.

图 3和图 5中的啮合刚度曲线在某些位置出

现波动 (如图 5 (a)双齿啮合区内的波动)是因为

在划分如图 7所示的作用面时啮合位置不完全均

匀 ,导致每条接触线附件的网格密度有一定差异 ,

网格密度会影响齿面的软硬程度进而影响啮合刚

度的大小.

表 3 是中国航空工业部标准 ( HB/ Z 84. 12
1984) [14 ]和本文计算结果的对比. HB/ Z 84. 12
1984的计算结果显示 ,随着螺旋角的增大 ,外啮

合副啮合刚度变化很小 ,内啮合副的啮合刚度减

小 ,文献[15 ]的计算结果表明螺旋角对斜齿轮副

啮合刚度的影响并不大 ,而本文计算出来的内、外

啮合副的啮合刚度都会变大 ,这主要是因为轮缘

厚度对啮合刚度的影响较为明显.

表 3　与 HB/ Z 84. 121984计算结果比较

Table 3　Result comparison with HB/ Z 84. 121984

β/ (°)

Cγ/ (N/ (μm·mm) )

外啮合副 内啮合副

HB/ Z

84. 121984 [14 ] 本文
HB/ Z

84. 121984 [14 ] 本文

5 22. 491 9 17. 108 8 27. 309 5 22. 122 8

10 22. 671 2 21. 972 3 27. 046 8 24. 040 2

15 22. 850 2 22. 077 2 26. 561 8 26. 109 7

20 22. 866 7 23. 636 6 25. 806 9 26. 348 1

25 22. 555 9 23. 797 6 24. 746 4 26. 856 6

HB/ Z 84. 121984中 ,对不存在辐板结构的实

心齿轮 ,轮体结构系数 Cr 恒为 1 ,本文的计算结

果显示这个处理方式不够精确.定义轮缘厚度系

数为 :λ= rf - ro / ra - rf ,其中外齿轮 ro 为

齿轮内孔半径 ,内齿轮是外圈半径 , rf 为齿根圆

半径 , ra 为齿顶圆半径.本文算例中 ro 都是恒定

的 , 随 着 螺 旋 角的 增 大 , 齿 高 ra - rf =

mn (2 h3
a +c3 ) 是不变的 ,齿根圆半径 rf 在齿根高

保持不变的情况下 ,会随着分度圆半径的增大而

变大 ,因此轮缘厚度系数会减小.如图 2和图 4所

示 ,外齿轮是在齿轮内孔约束的 ,内齿轮是在齿轮

外花键节圆半径处约束的.轮缘厚度系数变小 ,

内、外轮齿的变形都变小 ,啮合刚度变大.本文所

使用的改进方法因为结合了商用造型软件和有限
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元计算软件 ,因此可以很方便的计算分析辐板结

构对齿轮副啮合刚度的影响.

4　结　论

1) 在斜齿轮副一个啮合周期中 ,影响任意啮

合位置啮合刚度大小的主要因素是啮合线总长

度 ,啮合线总长度越大 ,啮合刚度越大.本文给出

了任意啮合位置啮合线总长度的计算方法.

2) 啮合线在齿面的具体位置会影响啮合刚

度的大小 :进入啮合和退出啮合的瞬时位置 ,啮合

刚度会减小 ;啮合线总长度相同时 ,离这两个位置

越远 ,啮合刚度越大.

3) HB/ Z 84. 121984定义实心齿轮的轮体结

构系数 Cr 恒为 1的处理方式是不够精确的.啮合

刚度与约束位置和齿高有关系.轮缘厚度系数减

小 ,啮合刚度会增大.
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